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Resumo

Este trabalho aborda o método de gradientes conjugados para solugdo de um sub-
problema do método de Newton para minimizacao sem restrigoes. Nosso objetivo é
conceber um estudo introdutério & area de métodos computacionais de otimizacgdo
com o algoritmo de gradientes conjugados, um método que integra a classe de algo-
ritmos classicos para otimizacdo e permanece um assunto de pesquisa relevante até
os dias de hoje. O presente relatorio parte de uma apresentacao a um problema de
otimizagao, seguido de uma introdugao aos métodos de dire¢des conjugadas, alguns
conceitos pré-requisitos para a plena compreensao dos gradientes conjugados, e sua
integragdo com o método de Newton. Além disso, experimentos numeéricos, imple-
mentados em Julia, permitiram a validagdo do algoritmo estudado e comparacoes
com o método de Newton-Cholesky.

Palavras-chave gradientes conjugados, minimizagao irrestrita, programacao nao
linear, algebra linear computacional.

1 Introducao

Na otimizacao, dado um objetivo, isto ¢, uma medida quantitativa quanto ao
desempenho de um sistema e um conjunto de varidveis que configuram as particularidades
do sistema, nossa meta é encontrar valores que otimizem o objetivo.

Matematicamente falando, otimizacao ¢ a minimizagao ou maximizacao de uma
determinada funcao tendo escolhido valores de varidveis dentro de um conjunto viavel.
Um problema de otimizagao pode ser descrito como:

Minimizar f(x)
s. a ¢(x)
ci()

0,i€ E, (1)
0,7¢€l,

Il

onde:

f:R™ — R ¢é a fun¢ao objetivo;
e x é o vetor de variaveis;

e ¢; sao fungoes que definem condigoes as quais x deve satisfazer;
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e [/ e [ sao os conjuntos de indices ¢ das restricoes de igualdade e desigualdade,
respectivamente.

Trabalharemos com problemas de otimizacao sem restricoes, ou seja, problemas
nos quais I/ = I — () e a funcao objetivo é suave e duas vezes continuamente diferenciavel
em R".

Assim, vamos descrever o funcionamento dos métodos abordando os contetidos
necessarios para compreendé-los e implementa-los.

2 Meétodos para otimizacao

Métodos para otimizacao funcionam com base em dois pilares principais: direcao
e passo, que é o quanto percorrer na direcao definida. Nesses tipos de métodos tomamos
um ponto inicial arbitrario zy e executamos k iteracoes calculando xq, xs, ... x; de forma
que
Tiy1 = T; + qud;, (2)
até que encontremos um z* = x; satisfatorio, sendo «o; € R o tamanho do passo que
daremos na direcao d; € R”. Para calcular a; um dos procedimentos mais comuns ¢
chamado de busca linear. Ha diversas formas de fazer uma busca linear. Uma das formas
é determinar um « que minimize f(x;+ad;) (@ ao longo da direcao d;. Para isso, tomamos
o ponto no qual a derivada direcional da funcao quadratica % f(zi41) seja zero.
2 (Tit1) =
Oa
! T
f(@ipn) d; =
T
(b - A$i+1)sz‘
T
drd; — audf Ad; =

o O o o o o

T
d; Ad,
Quanto ao calculo da direcao d;, por sua vez, ha diversas formas, o que da origem
a muitos métodos para otimizacao presentes na literatura. Muitos envolvem a resolucao

de sistemas lineares da forma:

Ax = b, (5)

portanto, estudar sua resolucao é essencial para o desempenho e robustez de tais métodos.
Na préatica, temos duas abordagens para a resolucao de sistemas lineares: métodos diretos
e indiretos. Como métodos diretos mais comuns, podemos citar métodos que envolvem
fatoragao da matriz A, como LU, QR e Cholesky [2], que costumam ser muito caros, prin-
cipalmente quando a matriz do sistema for muito grande, e métodos indiretos iterativos,
como 0 método de gradientes conjugados, que costumam ser adequados quando o sistema
a ser resolvido possuir muitas variaveis.

Uma das formas de se construir um método para resolver iterativamente sistemas
lineares é observar sua equivaléncia com a minimizacao de uma forma quadratica. A
forma quadratica é uma funcao quadratica que assume a seguinte forma vetorizada:

o) = %:UTA:U Wt (6)
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onde ¢ ¢ uma constante, x € R" é o vetor de incognitas, b € R" é um vetor conhecido e
A € R™™ é uma matriz conhecida, quadratica, simétrica e positiva definida.

Suponha que queiramos minimizar f(x). Como f(x) é uma fun¢do convexa, con-
forme demonstrado por Nocedal e Wright [5], seu minimizador global é o ponto que anula
o gradiente. Para calcular o gradiente de (2), consideremos n = 2. Com isso, temos:

=l ol [ ) 1] - b el )]
f(x) = %A$ + %ATZB —b.

Considerando que A é uma matriz simétrica e positiva definida, temos que f'(z) =
Az — b. Por conseguinte, x* minimizador de f(x) é o ponto tal que f'(z*) = 0, ou seja,
Az* — b= 0. Logo, minimizar f(z) equivale a resolver o sistema linear (/).

Antes de prosseguirmos, vamos estabelecer alguns conceitos importantes. O residuo

ri=—f'(z) =b— Az (7)

indica o quao proximos estamos de satisfazer , além de ser a diregao oposta do gradiente
ou direcao de maxima descida, podendo ser utilizada como direcao nas equagoes —.
O erro

e =a; — (8)
indica 0 quao proximos estamos da solu¢do. Substituindo (8) em (7)), temos que:

r, = b—Ax" — Ae;
T = —Aei. (9)

A partir da equagao @D é possivel ver que o residuo ¢ também uma combinagao

linear do erro pela matriz A. Nao obstante, ainda ha como aprimorar a forma como r;

é calculado, sendo possivel diminuir o nimero de produtos matriz-vetor que sao feitos.

Pré-multiplicando ;.1 = x; + oyr; por —A e somando b aos dois lados da igualdade, vem
que

b+ (—A)xip =b+ (—A)z; + (—A)yr; = 141 =1 — AT (10)

Com a equacdo (10) agora o produto Ar; se repete duas vezes, precisando ser
computado apenas uma vez. Entretanto, ainda é preciso utilizar a equacao (7)), ja que ¢é
necessario calcular rq.

3 Meétodo de Direcoes Conjugadas

Em métodos gerais de otimizacao é comum uma mesma direcao ser tomada re-
petidas vezes. Com o método de direcoes conjugadas, tomamos um passo com tamanho
suficiente para percorrer determinada direcao apenas uma vez. Dessa maneira, um pro-
blema n-dimensional é resolvido em, no maximo, n passos.

Mais para frente demonstraremos que o resultado sera obtido em n passos, no pior
caso. Antes disso, a cada iteracdo queremos definir

Tiy1 = X5 + Oéidi (11)
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tal que queremos um valor de «; que esgote a direcao d;, ou seja, desejamos um passo
6timo para percorré-la.

Para isso, tomaremos um conjunto de direcoes dy, dq, ..., d,_1 A-ortogonais entre
si. Diz-se que os vetores de um conjunto {vk}z;é C R™ sao A-ortogonais ou conjugados,
para um matriz A € R™™", se:

v Avj = 0, Vi # j. (12)

O fato das diregoes serem conjugadas também implica que as dire¢oes sao conjuga-
das aos erros de indices posteriores, em particular, temos que uma direcao d; é A-ortogonal
a €;.1. Antes de mostrarmos a importancia desse fato, vamos apresentar um teorema mos-
trando que d; é conjugado a e;;1 e a todos os demais erros de indices posteriores a 1.

Teorema 1. Seja x a solucao do sistema linear (@ e consideremos o método iterativa com
iteragao definida por que converge a solucao x em n iteragoes utilizando um conjunto
de n diregoes dy, dy, . ..,d,_1 A-ortogonais entre si. Entdo, o erro e; (@ ¢ A-ortogonal a
qualquer direcao dy, para todo { < 1.

Demonstragao. Como o método itera por (11), entao

n—1
r =x; + E Oéjdj,
j=i

para qualquer ¢ tal que 0 < ¢ < n. Portanto,

n—1
r —T; = E Oéjdj,
j=i

que, por (8), implica que

n—1
€; = —Z@jdj. (13)
j=t

Como o conjunto de dire¢oes {do, d, . .., d,—1} ¢ um conjunto A-ortogonal, pré-multiplicando (13))
por d} A, para algum ¢ < i, temos que

n—1
d{Aez = —dgAZ Oéjdj
j=i
= 07
como queriamos demonstrar. [
Com isso, segue o seguinte corolario.
Corolario 1. Para todo i tal que 0 <i <n—1, e;11 € A-ortogonal a d;.

Diante disso, para calcularmos o passo a; 6timo, usaremos como base a conjugacao
estabelecida no Corolério 1:
dZTAei+1 =0. (14)

De e (11), concluimos que:
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dTd;

oy =

(15)

Utilizando a equagao @, que relaciona o residuo ao erro, podemos reescrever (15

d;T r;
drd;’

o; =

(16)

O fator «; assim calculado equivale a encontrar o minimizador da quadratica f(x)
definida em (@ ao longo da direcao d;, ou seja, essa relagao iguala-se a fazer uma busca
linear exata ao longo da direcdo d;. Com a derivada direcional de (@ avaliada em
valendo zero, temos que:

0
a—af(l‘iH) = 0
, 0
f(xi+1)T8_a(xi+1) = 0
—riad; =
d?Aez‘H =

Por fim, para provar que esse processo computa x em mn passos, vamos primeiro
demonstrar que um conjunto de direcoes conjugadas ¢ linearmente independente.

Lema 1. Para toda matriz A € R™™ simétrica e positiva definida existe um conjunto
{d;}!=5 de dire¢oes d; € R™ A-ortogonais ou conjugadas entre si que sdo linearmente
mdependentes.

Demonstracao. A prova sera feita por absurdo. Assuma que podemos representar dy como
uma combinacao linear dos vetores do conjunto {d;}?=}'. Logo:

n—1
do = Nid; (17)
i=1

com \; € R;i=0,1,...,n—1. Sabendo que a direcao dy é nao nula e conjugada as demais
direcoes, podemos pré-multiplicar por dI' A. Entao:

n—1
0 <djAdy =" Ndj Ad; =0 (18)

i=1
o que nos da uma contradicao. O]

Isto posto, vamos provar que o método de direcoes conjugadas computa x em n
iteragoes.

Teorema 2. Para qualquer ponto inicial xo € R", selecionando qualquer conjunto {di}?:_ol
de direcoes d; € R™ conjugadas entre si, todo método de direcoes conjugadas converge para

*

x*, solucao do problema (@ em , no mdrimo, n passos.
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Demonstracao. Representando o erro como uma combinagao linear das dire¢oes conjuga-
das, temos:

n—1
€y) = Lo — xt = Zéjdj’ (19)
7=0

comd; €R,7=0,1,2,...,n—1.
Relacionando (19) com (13) é notério que a; = —d;, Vg3 = 0,1,...,n — 1. Pré-
multiplicando a equacgao por di A e sabendo que dj ¢ A-ortogonal com d;,Vj # k:

dfAeq = 0pdEAdy
derO
" Ad,
dy A(eo + Z;:é a;d;) , 5
= T Ad, ., pela conjugacao dos vetores d
deek
" Ad,
T
— _d%ijlk’ pela Equagao (9)

= —ay, pela Equacao . (20)

Temos entdo a equagdo (20) com o resultado esperado. Essa relacdo pode ser
interpretada como o processo de eliminar o i-ésimo termo do erro a cada iteracao.

o =

i—1
€; = ey + Z Oéjdj
j=0
n—1 i—1
= > ddi— Y d;d;
j=0 7=0
n—1
Jj=t

Apobs n iteracoes, todos os componentes sao eliminados e e, = 0. O

Enfim, para que possamos resolver o sistema linear com n operacoes, precisamos
de um conjunto de dire¢oes conjugadas entre si. Na proxima secao veremos um método
para obter esse conjunto.

3.1 Conjugacao de Gram-Schimdt

O método de conjugacao de Gram-Schimdt é similar ao processo de ortogonalizagao
de Gram-Schimdt, com a diferenca que utilizaremos a matriz A para tornar os vetores
conjugados entre si.

Suponha que temos um conjunto de vetores linearmente independentes entre si
Ug, U, ... Up_1. O método consiste em construir a direcao d; subtraindo de u; as compo-
nentes que nao forem A-ortogonais as direcoes anteriores. Na pratica, definimos dy = ug
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e para todos © =0,1,2,3,. —1:
1—1
di = wit)Y Buds, (22)
k=0

onde B;, € R™ esta definido para todo ¢ > k. Para encontrar seu valor realizamos o
produto interno entre a equacao e Ad;, sendo i > j.

1—1
dTAd; = uTAd;+ Z Bixdt Ad;
k=0
0 = ulAd;+ B;dl Ad
o _wAady 9
& A, (23)

A dificuldade em utilizar a conjugacao de Gram-Schimdt estd na necessidade de
armazenar todas as diregoes utilizadas até a i-ésima etapa para se obter a direcao da etapa
posterior (i + 1).

3.2 Otimalidade do método de diregoes conjugadas

Como dito no inicio da Se¢ao [3] o método de dire¢oes conjugadas encontra a cada
iteracao a melhor solucao possivel no espaco explorado.

O espaco explorado é o subespaco D; gerado pelas ¢ direcoes conjugadas na i-ésima
iteracdo, que sao linearmente independentes, como mostrado em ([18)).

D; = span{dy,dy, ...,d;_1}.

Essa solucao 6tima é pelo fato do método de direcoes conjugadas escolher um valor
eo + D; que minimiza a norma de energia ||e;|%, sendo definida por ||e;]|%4 = €T Ae;.

Para vermos essa propriedade, podemos representar a norma de energia como um
somatorio em termos das direcoes conjugadas:

lesl|% = eTAe,L-

Z d;d;) Z dxdy), pela equagao (19)
k=i

n—1 n—1

= () 6;6;d] Ady,)

]’Lkz

Z 52dTAd ), pela conjugacgao das diregoes. (24)

Veja que as direcoes na qual a norma de energia, na i-ésima etapa, se relaciona
ainda nao foram percorridas. Assim, qualquer outro valor do erro tomado no espago
eg + D; serd uma combinacao dessas e de direcoes ja utilizadas, o que prova que a norma
de energia obtida em ¢ minima. Além disso, como mostrado em , a cada iteracao
uma componente do erro é zerada.
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Outra propriedade importante é de que o residuo r; é ortogonal ao subespaco D;.
Para constatar essa propriedade, basta pré-multiplicar a expressao por -di A, donde
segue que:

n—1
—d! Ae; = " 5; — dl Ad,
j=0

dlr; =0, pela conjugagio das dire¢des onde i < j. (25)

Por fim, o residuo também pode ser representado de forma a reduzir os produtos
matriz-vetor, como foi feito no método de maxima descida (10). Por recorréncia temos
que:

rip1 = —Aeip
Tip1 = —Ale; + a;d;)
Tiv1 =T — OélAdl (26)

Além de uma melhora no ponto de vista computacional, essa relacao mostra que
o residuo na i-ésima iteracao é uma combinacao linear do residuo r;_; e do vetor Ad;_;.

4 Método de Gradientes Conjugados

O MGC é basicamente um método de dire¢oes conjugadas no qual as direcoes
sao criadas pela conjugacao dos residuos, que sao o oposto do gradiente, como definimos
anteriormente em . Em outras palavras, definimos que u; = r;.

Entao, vamos apresentar as propriedades teoricas que fazem a escolha dos residuos
interessante. Primeiramente, sabendo que o residuo ¢ ortogonal as direcoes ja percorridas
, é garantido que as novas direcoes serao linearmente independentes. Alids, o residuo
é também ortogonal aos residuos anteriores: efetuando o produto interno entre a equacao

e rj, com j < ¢, chegamos

i—1
T _ T T
dir; = wur;+ E BirT ik
k=0
o T
= UTy
T . .
0 = Ty, 1 7& J-

Essa equagdo também nos mostra que os gradientes V f(0), Vf(1), ..., Vf(n —1)
compoem um conjunto de vetores ortogonais em R™.

Diante dessas propriedades podemos ainda repensar o processo de conjugagao de
Gram-Schmidt, tendo agora um conjunto u formado por residuos.

T
ﬁ- _ . _ r; Adj
() - T )
dTAd,
Pré-multiplicando (26)), reescrito com indices j, por r;, temos:
T _ T T
riTip1 = 11— oyr; Adj
T T T
ajr; Ad; = riTp—1 i (27)

Da equacdo (27)), segue que:
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e quando i = j, entao i r; # 0 e rlr;; =0, logo:

1
T A T
r; d] = - r; .
i

e quando i = j + 1, entdo r/r; =0e r]r;11 # 0, logo:

1
TiTAdj = - rir;.
a1

e para quaisquer outros valores de ¢ e 7 o produto interno dos residuos serd sempre
nulo.

Como definimos na Segao 3.1} f;; € R"™ esta definido para todo i > j. Assim,
teremos um tnico coeficiente nao nulo, em que i = j 4+ 1. Portanto:

1 rIr;
Bi = 6@',@'—1 = L

. 2
Qi1 dzllAdi—l ( 8)

Com isso, temos a maior vantagem do MGC. Nao é mais necessario armazenar
as diregoes anteriores para garantir que novas direcoes sejam A-ortogonais, o que nos
permite reduzir a equagao (22) para:

d; = r; + Bid;—1, com B; dado por (28)). (29)

Por fim, com mais uma relacao, poderemos simplificar as equacoes (28) e ((16]).
Para isso, faremos o produto interno entre r; e (29):

T T T
ridi =1 T+ Biry dioq

rl'd; = r]r;, pela equacio (25 . (30)
Com essa relacao definida podemos reduzir para:

T

YT TAd;

E, como sabemos o valor de a;_, reduzimos também (28] para:

R L (32)

7 .
T qTi-1

Desse modo, foram apresentados todos os elementos que compoem o algoritmo do
MGC.

Algoritmo 2: Método de Gradientes Conjugados

Entrada: A € R"™", xqg € R", b € R", 4,4, € uma tolerancia e
Saida: ©x € R”
1: dOZTOZb—AI'Q

2: parat=0,1,...,0,. faca
3 L — TiTri

N T g,
4 Ti1 = T; + od;
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Tiv1 = Ty — q; Ad;

se ||ri+1]] < e entao
return z;

fim se.

10: diy1 =1 + fidi—y

11: 1=1+1

12: fim para

13: return x

5 Método de Newton-MGC com busca linear

Mesmo que o MGC seja potencialmente mais eficiente que os métodos apresentados
anteriormente, a versao que apresentamos ¢ limitada a somente resolver sistemas lineares
nos quais a matriz em questao é positiva definida, isto é, sistemas lineares na forma .

Para que possamos utiliza-lo para resolver problemas nao lineares uma abordagem
interessante é usa-lo como um complemento ao método de Newton. Assim, com poucas
alteracoes, podemos utiliza-lo para calcular a direcao de busca do método de Newton.

O método de Newton-MGC embasa-se, tal como os demais mostrados, em gerar
iterandos x1, zo, ... partindo de um ponto inicial zy de forma que

Tpy1 = Tk + apdy, (33)

sendo aj, 0 tamanho do passo que daremos na direcao di. O procedimento de busca linear
seréd feito por Backtracking, isto é, retroativamente, tendo como condi¢ao de parada a
seguinte desigualdade:

f(l‘k + Oézdk) S f(l’k) + caindek, (34)

no qual temos uma constante ¢ € (0,1) e i = 1,2,... representando as iteragoes da busca
linear. Em outros termos, a desigualdade , conhecida como condicao de Armijo,
define que a reducao em f deve ser proporcional ao passo «; e a derivada direcional
V7 dy.

Como mencionado, a constante ¢ assume valores no intervalo entre 0 e 1, exclusos.
O porqué disso é que, no caso de ¢ = 0, nao ocorreria decréscimo suficiente no valor
fungdo e, no caso de ¢ = 1, a expressio f(x;) + ca;V fdy passaria a ser a expressio da
reta tangente, logo, em func¢oes convexas, nao seria possivel calcular um «, visto que a
reta tangente fica abaixo da fungao.

Antes de prosseguirmos, vamos provar que existe um ponto que satisfaz a condicao
de parada definida em ([33]). Para isso, ¢ importante relembrar o teorema do valor médio,
que serd usado na demonstracao do Teorema

Dado uma funcao continua e diferenciavel ¢ : R — R e dois niimeros reais ag € a;
que atendem a; > ag, temos que

¢(£)/ _ ¢(CY;3 : Z(()aﬂ)

P(a1) = d(an) + ¢(§) (a1 — a), (35)
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com ¢ € (o, aq). Estendendo (35) para fungoes com n variaveis f : R" — R e para
qualquer vetor d € R", temos

f(x+d) = f(z)+ Vf(x+ ad)'d, (36)

para a € (0,1), ¢(a) = f(z + ad), a1 = 1 e ag = 0. Com isso estabelecido, vamos
apresentar o teorema.

Teorema 3. Seja f : R" — R continua e diferencidvel e dy, uma direcao de descida em xy,
assumimos que f(xy + a;dy) estd restrita para valores de «; positivos. Logo, se 0 < ¢ < 1,
existe um intervalo no tamanho do passo ao longo da direcio dj que satisfaz a condi¢io

de Armijo (34).

Demonstragao. Temos que ¢(a) = f(x + ad) restrito para @ > 0. Como 0 < ¢ < 1, a
linha () = f(x1) + ca;V fLdy, nao esta restrita a valores de « e, portanto, intersecta
¢(a) em pelo menos um ponto. Dado um o' > 0 o menor valor de « que intersecta ¢(a),
temos que:

flag +a'dy) < f(xy) + cd'V fil dy. (37)

A condi¢ao de Armijo ainda é satisfeita para valores positivos menores que «’.
Logo, pelo teorema do valor médio (3€]), existe um o € (0, ') de modo que

f(]}k + a’dk) = f(xk) + O/Vf(.Tk + O/ldk)Tdk. (38)
Combinando e
Vf(ze + o"dp)" dy, = eV fil dy,
vemos que existem valores de « positivos que satisfazem a condi¢ao de Armijo (34). O

Por fim, ap6s garantir que nossa condicao de parada pode ser atendida, podemos
calcular o retroativamente até que a condicao de Armijo seja satisfeita.

Algoritmo 3: Busca linear retroativa

Entrada: a >0, p€ (0,1), c€ (0,1)
Saida: «
Lt=0q =x«
2: enquanto f(zy + «;dy) > f(xr) + ca;V fLdy, faga
3 Qi1 = POy
4: 1=1+1
5: fim enquanto
6: return «

A constante p, responsavel por reduzir «, na prética, pode variar a cada iteracao
da busca linear. Na implementacao que fizemos, abordada com mais detalhes na Secao
[7, utilizamos duas constantes pj, € ppi, que satisfazem 0 < p, < pp; < 1, de forma que
calculando o minimo entre « e py;a evitamos reducoes muito grandes e calculando méximo
entre a e p,a evitamos redugoes muito pequenas.

Assim, nos resta calcular a direcao de busca. A direcao de Newton é uma das mais
importantes e é derivada da aproximacao de segunda ordem da série de Taylor para a
funcao f(zy, +d), que é
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fap+d) ~ fu+d"V fi + %dTVQ Fed = my(d). (39)

A direcao de Newton é obtida ao encontrar a direcao d que minimiza o modelo qua-
dréatico my(d). De outro modo, queremos definir a dire¢ao d que faz a derivada direcional
de my(d) nula, matematicamente, temos que:

d=—(V?f.) 'V fi. (40)
Podemos reescrever para:
Bid = -V f, (41)

onde By, é a hessiana V2f;,. Como dito no inicio dessa sec¢do, calcularemos a direcio
de busca utilizando o gradientes conjugados, por consequéncia, o MGC serd usado para
solucionar o sistema linear (41]).

Foram feitas algumas alteragoes no MGC. Quando By for definida positiva, a
sequéncia de iteragoes z;, do MGC, convergird para a diregao d que soluciona , porém,
caso na primeira iteracao By nao for definida positiva, retornaremos a direcao de maxima
descida —V fi, que é também uma direcao de curvatura nao positiva para f avaliado em
xr. Além disso, a tolerancia e varia a cada iteracao para obter uma taxa de convergéncia
mais adequada, como descrito melhor em [5](2006, p.166) por Nocedal e Wright.

Algoritmo 4: Newton-MGC

Entrada: xzo € R”

Saida: z* € R"
1: para k=0,1,2,..., k.. faca
2: 20 — O, do =Ty = —ka

3 e =min(0.5, ||V fi DIV fill
4 para j =0,1,2,..., Jme faca
5 se djTBkdj < 0 entao
6: se 7 = 0 entao
7 return d = -V f;
8 senao
9: return d = z;
10: fim se
11: fim se
12: aj = 1] 71;/d] Bypd;
13: Zj4+1 = Zj + Oéjdj
14: Tjit1 =715 — Oszkdj
15: se ||7j+1]| < e, entao
16: return d, = 244
17: fim se, .
18: B = Jj;j;—;]
19: dj+1 =7rj+ 5jdj
20: fim para

21: Calcular oy, retroativamente (Algoritmo 3)
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22: Tpy1 = Tg + ady
23: fim para
24: return ¥ = v,

6 Método de Newton-Cholesky

Quando a hessiana é quase singular, a direcao do Newton-MGC pode ser longa e
de baixa qualidade, o que exige da busca linear uma quantidade expressiva de iteracoes.
O método Newton-Cholesky apresenta uma abordagem em que, quando a hessiana nao
for positiva definida, sao feitas modificagoes para que seja positiva definida.

Do mesmo modo que foi utilizado o MGC para calcular a direcao de Newton, sera
usado a fatoracao de Cholesky para auxiliar a solucionar o sistema linear . O restante
do algoritmo sera o mesmo, tendo mudado apenas a maneira de obter a direcao de busca.

A estratégia que usaremos para alterar a hessiana é de aumentar os valores na sua
diagonal principal, quando necessario, para garantirmos que seja positiva o suficiente.

Vamos comegar relembrando a decomposicao de Cholesky. Toda matriz simétrica
definida pode ser reescrita como

A=LDL", (42)

onde L€ R™ ™ ¢ uma matriz triangular inferior com diagonal unitaria e De R"™"™ uma
matriz diagonal. Um dos motivos da fatoracao de Cholesky ser interessante é que sabemos
se uma matriz é positiva definida ou nao apenas olhando para a matriz D, que tera valores
positivos na diagonal quando for.

Para melhor entendimento, vemos que

ai1 Qo1 As3g 1 0 0] [d, 0 O 1 lis i3
Qo1 G2 aszz| = |3 1 0 0 dy O 0 1 a3
as] Q32 Aass _l31 132 1 0 0 d3 0 0 1
[ d, o .
= |londy  lordilay + dy _ )
|l1d1 Indylzr + l3ady I31d1l31 + l3adalse + d3

observamos entao que, para calcular os elementos das matrizes D e L, temos

dj = Cjj, (43)
C, .

li; = 2, 44
J dj ( )

j—1

para ij = Cij — lesdsljs,

s=1

sendo 7 = 1,2,...,n o iterador da fatoracao e n a dimensao da matriz. Seguindo, quando

a hessiana for singular, calcularemos a direcao do seguinte modo:

0\
d; = max <|cjj\, (EJ) ,5) , com 0; = max<i<n|cij-, (45)

sendo 3 e d constantes para controlar a qualidade da modificacao.
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Agora, utilizando as matrizes obtidas na fatoracao, iremos solucionar um sistema
linear na forma , sendo A = LDLT, b o oposto do gradiente e x a direcio de busca.
Substituindo, temos

LDL"d = -V f,. (46)
Podemos reescrever subdividindo em 3 problemas:
1. Lz = =V fi, para obter z;

2. Dy = z, para obter y;

3. L7d =y, para obter a direcdo d.

Para resolver os sistemas na forma na forma Lz = b, sendo L uma matriz triangular
inferior com diagonal unitéaria, basta

i—1

xi:bi—Zlmxj, parai=1,...,n. (47)

j=1

Por fim, antes de apresentarmos o algoritmo, ainda é possivel aprimorar a aproxi-
macao da hessiana efetuando permutacoes. Para fazer isso, fatoramos os maiores elemen-
tos das diagonais primeiro, permutando as informacoes de suas linhas e colunas com as
informagoes da j-ésima linha e coluna. Com isso, teremos que

PTH.P+ E, = LDL", (48)

onde P€ R"™" é a matriz de permutacao e Ey€ R"*" uma matriz diagonal nao nega-
tiva que valerd zero quando a hessiana Hp€ R™*" for suficientemente positiva definida e,
quando nao, garantird que Hj, seja suficientemente positiva definida.

O sistema linear serad solucionado da mesma maneira, exceto pela necessidade
de considerar a permutacao feita na matriz do sistema. Para tanto, é necessario pré-
multiplicar o oposto do gradiente pela matriz P? e pré-multiplicar o valor resultante do
sistema linear por P para obter a direcao de busca. Para melhor visualizar essas alteracoes

Hyd = -V i, (49)
é o que queremos solucionar. Pré-multiplicando por PT. temos que

P'Hyd = —P"Vf;
PTH, Py = —P'V f, para d = Py
LDL"y =b. (50)

Solucionaremos tal qual explicado anteriormente, apenas tendo que se atentar
as permutagoes. Como é possivel notar, a matriz £, nao aparece em . Isso se deve
ao fato de que queremos trabalhar com a hessiana modificada, ao subtrair LDLT por E,
perderiamos essas alteragoes.

[ < o—1m-etado N

7 2
Pal Pa a a N QAT 1-D—O

singalar—Iremos apresentar o algoritmo do método de Newton-Cholesky e o da fatoracao
de Cholesky separadamente para melhor organizagao. Segue ambos abaixo.

Algoritmo 5: Cholesky
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Entrada: H ¢ R™"
Saida: LDL”, com L € R™" e D € R™"
1 v =maz{l,v/n? -1}

15

2: 8% = max{y, %, €m}

3: parat=1,...,n faca

4: cii = Hy;

5: fim para

6: para j =1,2,...,n faga

7: cmaxr =q =10 > Ache o maior valor da diagonal
8: parai=j,...,n faca

9: se abs(c;;) > cmaz entao

10: q=1

11: cmax = abs(cy;)

12: fim se

13: fim para

14: Cii ¥ Cqq > Permute informacoes das linhas e colunas q e j
15: paras=1,...,7 — 1 faga

16: lis = ¢js/ds > Calcule a j-ésima linha de L
17: fim para

18: 0=0

19: parai=7j+1,...,n faga

20: soma = 0

21: paras=1,...,57 — 1 faga

22: soma = soma + ljsc;s

23: fim para

24: cij = H;; — soma

25: se 0 < ||¢;j|| entao

26: 0 = ||cijl| > Ache o maior ||l;; * dj||
27: fim se

28: fim para

29: d; = max (\cjj|, (%)2 ,5>
30: parai:j—i-l%...,nfaga
31: Cii = Ci5 — > Atualize os elementos da diagonal

d;
32: fim para

33: fim para

34: return [, d

Algoritmo 6: Newton-Cholesky

Entrada: zo € R”, k,,,, € uma tolerancia e
Saida: z* € R"
1: para k=1,..., k.. faga
2: Fatorar Hj, (Algoritmo 5)
b=—-PIVf,
parai=1,2,...,n faga
Z=bi =2 bz

>Lz=b
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6: fim para

T Y = D71z

8: parai=n,n—1,...,1 faga

9: dz =Y; — Z;;ll li,jdj > LTd =1
10: fim para

11: d= Pd

12: Calcular oy, retroativamente (Algoritmo 3)
13: Tyl = Tk + agd

14: se ||V fr41|| < e entao

15: return

16: fim se

17: fim para
18: return xy = Tp41

7 Experimentos numéricos

Tendo apresentado os algoritmos estudados, iremos mostrar alguns testes numéri-
cos feitos utilizando uma implementacao do Newton-MGC, em Julia utilizando o padrao
NLPModels [6], e problemas propostos por Moré, Garbow e Hillstrom [4], fornecidos pelo
banco de testes do CUTEst [3].

Todos os experimentos foram realizados numa arquitetura x86, 64 bits, modelo
Intel(R) Core(TM) i5-4210U, frequéncia base de 1.70GHz, no sistema operacional Debian
GNU/linux 10 (buster) com 975,1 GB disponiveis no disco. As bibliotecas utilizadas do
Julia 1.0.3 foram: CUTEst v0.7.0, NLPModels v0.10.1, TimerOutputs v0.5.6, LinearO-
perators v1.1.0 e ForwardDiff v0.10.12.

As fungdes que aparecem em [4] estdo na forma de problemas de quadrados mini-
mos, ou seja, definidas por fi, f1,..., f,,. Podemos obter um problema de minimizagao
irrestrita ao definir nossa fungao objetivo como e resolver:

min f(z) = Z fi(x) (51)

z€eR™

Os testes foram divididos em 2 partes:

1. Na Parte 1, sao apresentados resultados dos 35 problemas de minimizacao irrestrita
propostos em [4] para o algoritmo Newton-MGC;

2. Na Parte 2, ¢ feita uma comparagao entre o método de Newton-MGC e Newton-
Cholesky.

7.1 Partel

Nesta parte, serao apresentados os resultados dos 35 problemas propostos por
Moré, Garbow e Hillstrom [4], obtidos por meio de uma implementa¢do em JuliaE] do
NewtonMGC. Para avaliar o desempenho dessa implementacao, seguiremos os critérios
apresentados na Tabela

LAcesse https://github.com/SergioAlmeidaCiprianoJr/IC-2019-2020/blob/master/NewtonCG/
NewtonCG. j17ts=4


https://github.com/SergioAlmeidaCiprianoJr/IC-2019-2020/blob/master/NewtonCG/NewtonCG.jl?ts=4
https://github.com/SergioAlmeidaCiprianoJr/IC-2019-2020/blob/master/NewtonCG/NewtonCG.jl?ts=4
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Sigla | Descrigao
AF | Quantidade de avaliagoes da funcao objetivo.
AG | Quantidade de avaliagoes do gradiente da funcao objetivo.
AH | Quantidade de avaliagoes da matriz hessiana da funcao objetivo.
IT | Quantidade de iteragoes do algoritmo principal (Newton).
ITSP | Quantidade de iteragdes do subproblema (MGC ou Cholesky).
ITBL | Quantidade de iteragoes da busca linear.
TE | Tempo de execugio (em segundos).
VG | Valor de || f(z*)]], sendo f(z*) definida em (51) e 2* o valor do vetor solugao.
CP | Critério de parada.

Tabela 1: Descricao dos critérios de avaliacao adotados.

Os critérios de parada sao 3:

1. Algoritmo excedeu o nimero de iteragoes (IT), sendo o limite de 1000 iteragoes.

2. Norma do gradiente menor que a tolerancia e, definida como e = 1078,

3. Tempo limite de 10 minutos excedido. Caso o tempo limite seja atingido na primeira
iteragao, o processo serd interrompido e nenhum dado serd computado.

Nos testes, serdao usadas as mesmas numeracoes, dimensoes n e m (sempre que
descritas), e pontos iniciais do artigo [4]. Foram criadas siglas para cada problema para
facilitar sua referéncia, tal como apresentados na Tabela

] Funcao ‘ Sigla ‘ n ‘ m ‘ Ponto Inicial ‘
1 ROS | 2 | 2 (—1.2,1)
2 FRF | 2 | 2 (0.5, —2)
3 PBS | 2 | 2 (0,1)
1 BBS | 2 | 3 (1,1)
5 BEF 2 3 (1,1)
6 JSF 2 | 10 (0.3,0.4)
7 HVF 3 3 (—=1,0,0)
8 BAF | 3 | 15 (1,1,1)
9 GAUS | 3 | 15 (0.4,1,0)
10 MEYE | 3 | 16 (0.02, 4000, 250)
11 GULF | 3 | 99 (5,2.5,0.15)
12 BOX3 | 3 | 10 (0, 10, 20)
13 PSF 4 4 (3,—1,0,1)
14 | WOOD | 4 | 11 (—3,—1,-3,-1)
15 KOF 4 | 11 (0.25,0.39,0.415,0.39)
16 BDF 4 1 20 (25,5, -5, —1)
17 OBl 5 | 33 (0.5,1.5,—1,0.01,0.02)
18 BIG | 6 | 13 (1,2,1,1,1,1)
19 0OB2 11 | 65 (1.3,0.65,0.65,0.7,0.6,3,5,7,2,4.5,5.5)
20 | WATF | 12 | 31 0, ...,0)
21 EROS | 10 | 10 (&, onde &y 1 = —1.2 ¢ &; = 1)
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22 EPSF | 4 | 4 |(§,onde&yy3=3,645.0=—1,8451=0e&y =1)
23 PF1 | 4 | 5 (&, onde & = j)

24 PF2 | 4 | 8 (3,5 3)

25 VDIM | 10 | 12 (§, onde § =1—12)
26 | TRIG | 200 | 200 )

27 | BALF | 10 | 10 L)

28 | DBVF | 12 | 12 (&, onde & = t;(t; — 1))
29 DIEF 50 50 (é-ja onde gj = tj (t] - 1))
30 BTF | 10 | 10 (—1,...,—1)

31 BBF | 10 | 10 (—1,...,—-1)

32 | LFFR | 200 | 400 1., 1)

33 LFRI | 200 | 400 1,1

34 | LFRZ | 200 | 400 1,1

35 | CHEB | 10 | 10 (€, onde & = 1)

Tabela 2: Problemas do Moré, Garbow e Hillstrom.

Segue os resultados dos testes do algoritmo Newton-MGC na Tabela

] Funcao ‘ VG ‘ AF ‘ AG ‘ AH ‘ IT ‘ ITSP ‘ ITBL ‘ TE ‘ CP ‘
ROS 9.103829 E-15 27 65 64 64 111 27 | 0.77557 | 2
FRF 1.081813 E-12 0 10 9 9 13 0 0.00016 | 2
PBS | 0.000000 E+00 0 1 0 0 0 0 0.00002 | 2
BBS 8.881784 E-10 0 5 4 4 3 0 0.00009 | 2
BEF 1.118009 E-11 2 13 12 12 18 2 0.00020 | 2
JSF 2.698798 E-07 | 20678 | 1000 | 1000 | 1000 | 1992 | 20678 | 0.05338 | 1
HVFEF 1.332268 E-13 7 20 19 19 40 7 0.00030 | 2
BAF 1.406650 E-15 1 13 12 12 25 1 0.00027 | 2

GAUS | 0.000000 E+00 0 1 0 0 0 0 0.00002 | 2
MEYE | 7.859909 E+01 | 15398 | 1000 | 1000 | 1000 | 1390 | 15398 | 0.04705 | 1
GULF | 1.287354 E-10 12 27 26 26 47 121 0.00694 | 2
BOX3 | 5.616197 E-12 0 10 9 9 18 0 0.00036 | 2
PSF 4.482304 E-09 0 26 25 25 80 0 0.00041 | 2
WOOD | 0.000000 E+00 | 30 386 | 385 | 385 | 1016 30 | 0.00532 | 2
KOF 5.831654 E-13 4 14 13 13 40 4 0.00036 | 2
VDF 1.129537 E-10 19 19 18 18 42 19 1 0.00055 | 2
OB1 8.411020 E-09 29 70 69 69 195 29 | 0.00831 | 2
BIG 1.261848 E-10 1 46 45 45 98 1 0.00144 | 2
AB2 1.716796 E-11 19 31 30 30 153 19 1 0.00886 | 2
WATEF | 9.579747 E-09 11 35 34 34 349 11 0.00759 | 2
EROS | 7.626535 E-09 0 9 8 8 11 0 0.00014 | 2
EPSF | 4.482304 E-09 0 26 25 25 80 0 0.00036 | 2
PF1 9.138767 E-09 23 37 36 36 93 23 1 0.00045 | 2
PF2 7.309127 E-09 | 306 145 | 144 | 144 | 469 306 | 0.00326 | 2
VDIM | 5.032557 E-12 0 15 14 14 14 0 0.00023 | 2
TRIG | 0.000000 E+00 0 1 0 0 0 0 0.00003 | 2
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BALF | 6.751915 E-13 0 8 7 7 13 0 0.00016 | 2
DBVF | 0.000000 E+00 0 1 0 0 0 0 0.00003 | 2
DIEF | 0.000000 E+4-00 0 1 0 0 0 0 0.00002 | 2
BTF | 0.000000 E4-00 0 1 0 0 0 0 0.00002 | 2
BBF 2.872743 E-11 0 14 13 13 61 0 0.00047 | 2
LFFR | 5.792169 E-13 0 2 1 1 1 0 0.00212 | 2
LFR1 | 1.188288 E-02 | 5960 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 5960 | 1.82569 | 1
LFRZ | 0.000000 E+4-00 0 1 0 0 0 0 0.00003 | 2
CHEB | 2.792677 E-09 5 15 14 14 61 5 0.00229 | 2
Tabela 3: Resultados dos 35 problemas para o algoritmo
Newton-MGC.

Diante desses resultados, podemos fazer algumas observacoes:

1. A quantidade de avaliagoes da hessiana é sempre igual ao niumero de iteracoes,
entretanto, o ntimero de avaliagoes do gradiente ultrapassa em um, o ntmero de
ambos, na maioria dos problemas. Isso se deve ao fato de que avaliamos o gradiente
no inicio de cada iteragao e, caso passe no segundo critério de parada, o processo se
encerra. E por esse motivo também que, quando o critério de parada é o primeiro,
AG, AH e IT sao iguais.

2. Outra relacao interessante é acerca das avaliagoes da fungao objetivo. Elas ocorrem
uma vez por iteracao da busca linear, logo, AF e ITBL sempre serao idénticos.

3. Quanto ao tempo de execucao de cada teste, vale ressaltar que varia em relacao a
um conjunto de variaveis como a maquina, o sistema operacional, a quantidade de
processos em atividade no momento da execucao do teste, entre outros fatores. No
entanto, esse valor ainda é interessante quando ha uma discrepancia significativa
entre problemas. Isso serd melhor visto na comparacao entre o Newton-MGC e o
Newton-Cholesky.

4. Por fim, é possivel ver que alguns testes ja sao finalizados na primeira iteragao.
Esses testes ja satisfazem o segundo critério de parada antes mesmo de qualquer
avaliacao ser realizada e, portanto, nao ofereceram muitas informagéefl

7.2 Parte 2

Nesta parte, foram escolhidos 3 problemas: WOOD, EROS e EPSF. Para cada um
dos algoritmos, Newton-MGC e Newton-Cholesky, serao executados esses testes variando
a quantidade de variaveis n. Além disso, também sera feita uma comparacao grafica com
o uso de perfis de desempenho. E importante enfatizar que os algoritmos serdo executados
nas mesmas condicoes, ou seja, com os mesmos critérios de parada e utilizando o mesmo
ambiente de execucao.

Os critérios serao os mesmos apresentados na Tabela [l A tnica diferenga entre
ambos os métodos é na solucao do sistema linear, logo, caracteristicas como a quantidade

2Informacdes detalhadas de cada teste estdo disponiveis em |https://github.com/
SergioAlmeidaCiprianoJr/IC-2019-2020/tree/master/Tests/NewtonCG/mgh_problems


https://github.com/SergioAlmeidaCiprianoJr/IC-2019-2020/tree/master/Tests/NewtonCG/mgh_problems
https://github.com/SergioAlmeidaCiprianoJr/IC-2019-2020/tree/master/Tests/NewtonCG/mgh_problems
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de avaliagoes da hessiana ser sempre igual ao nimero de iteracoes, sao vistas nas duas
implementacoes. Assim, as colunas AH e ITBL nao serao mais apresentadas, ja que ambos
valores podem ser deduzidos a partir das colunas IT e AF, respectivamente.

Os resultados dos testes do algoritmo Newton-MGC sao apresentados na Tabela
e os resultados do Newton-Cholesky na Tabela [5

] Sigla \ n \ VG \ AF \ AG \ IT \ ITSP \ TE \ CPp \
WOOD 4 0.000000 E+00 | 30 | 386 | 385 | 1016 | 0.00532 | 2
WOOD | 100 | 9.272824 E+00 | 3 | 1000 | 1000 | 1956 | 0.86676 | 1
WOOD | 10000 | 1.090605 E+00 | 0 | 1000 | 1000 | 1513 | 4.62599 | 1
EROS 10 7.626535 E-09 | 0O 9 8 11 ] 0.00014 | 2
EROS 50 | 0.000000 E+00 | 0 10 9 13 1 0.98549 | 2
EROS 500 | 0.000000 E+00 | O 10 9 13 10.76830 | 2
EROS | 10000 | 0.000000 E+00 | 0 10 9 13 10.98205 | 2

EPSF 4 4.482304 E-09 | 0O 26 25 80 | 0.00046 | 2

EPSF 20 4.704666 E-09 | 0 27 26 83 |0.80734 | 2

EPSF 80 9.410469 E-09 | 0 27 26 84 | 1.10240 | 2

EPSF | 10000 | 8.791239 E-09 | 0 30 29 100 | 1.05864 | 2
Tabela 4: Resultados do Newton-MGC para problemas
escalados quanto ao nimero de variaveis.

| Fungao | n | VG |AF[AG|[IT| ITSP | TE |CP |
WOOD 4 6.175618 E-09 | 22 | 40 | 39 780 1.04854 | 2
WOOD | 100 | 0.000000 E+00 | 22 | 41 | 40 | 212000 | 1.20705 | 2
WOOD | 10000 - - - - - - 3

EROS 10 3.546281 E-11 | 1 9 8 640 1.03189 | 2
EROS 50 7.929725 E-11 | 1 9 8 11200 | 1.05868 | 2
EROS 500 | 2.507599 E-10 | 1 9 8 | 1012000 | 3.82864 | 2
EROS | 10000 - - - - - - 3
EPSF 4 3.647543 E-09 | 0 | 22 | 21 420 1.04371 | 2
EPSF 20 8.156155 E-09 | 0 | 22 | 21 5460 1.29020 | 2
EPSF 80 4.833277T E-09 | O | 23 | 22| 75680 | 1.06185 | 2
EPSF | 10000 - - - - - - 3

Tabela 5: Resultados do Newton-Cholesky para proble-
mas escalados quanto ao ntmero de variaveis.

Além disso, foram criados 3 perfis de desempenho [1], ilustrados na Figura
Esses resultados nos permitem fazer as seguintes avaliacoes:

1. O método de Newton-Cholesky mostrou ser preciso nos casos menores e necessitou
de poucas iteracoes do método de Newton e de poucas avaliagoes do gradiente e da
matriz hessiana. Em contrapartida, o método de Newton-MGC precisou de mais
iteracoes do método de Newton, mais avaliacoes do gradiente e da matriz hessiana.
Mesmo assim, a diferenca de precisao entre ambos nao foi muito significativa.

2. Sobre a quantidade de iteragoes, por de tratar de um algoritmo com complexidade
cubica, no algoritmo de Newton-Cholesky as iteracoes do subproblema escalaram



8 CONCLUSAO 21

Function evaluation Iterations problem

100 - i — NewtonCG 100 - NewtonCG
NewtonCholesky —— NewtonCholesky

o
S
G
T
°
S
G
T

o

a

3
T

Proportion of problems
g
T

Proportion of problems

)
N
i
T
)
N
i
T

0.00 10 15 000o

5 2 4
Within this factor of the best (log scale) Within this factor of the best (log scale)

6

(a) Avaliacoes de Funcao. (b) Iteragdes do Problema.

lterations subproblem

100 - NewtonCG
~ NewtonCholesky

o

o

G
T

Proportion of problems
g
T

4

N

G
T

0.00

0 5 10 15
Within this factor of the best (log scale)

(c) Tteragoes do Subproblema.

Figura 1: Perfis de desempenho resultantes de testes com os 35 problemas de Moré,
Garbow e Hillstrom.

rapidamente a medida que o nimero de varidveis aumentava. Diante isso, todos os
casos com 10000 varidveis excederam o limite de 10 minutos na primeira iteragao.
J& o desempenho do Newton-MGC continuou sendo muito bom, mesmo nos casos
maiores. Vale notar que, mesmos nos casos com 1000 iteragoes do método de Newton
(limite definido nos critérios de parada), o tempo de execu¢do do Newton-MGC
permaneceu pequeno.

3. Em relagao ao consumo de memoria, o gradientes conjugados necessita de pouca
memoria, visto que uma de suas propriedades mais interessantes é de poder calcular
uma dire¢ao dy usando somente di_;, sem a necessidade de armazenar todas as
direcoes previamente percorridas. Em contrapartida, o método de Cholesky consome
memoria proporcional & quantidade de variaveis, podendo ser muito caso a matriz
hessiana nao seja esparsa.

8 Conclusao

Neste trabalho foi apresentado um estudo introdutério a otimizacao, onde estuda-
mos, implementamos e testamos os métodos de gradientes conjugados, Newton globalizado
com gradientes conjugados e fatoracao de Cholesky.

Com os experimentos numeéricos, podemos dizer que aplicar o método de gradientes
conjugados ao método de Newton mostrou ser uma estratégia adequada para a solucao de
problemas na forma . Em especial, apresentou bons resultados de desempenho mesmo
em problemas com grande quantidade de varidveis. Diante disso, vimos que o MGC
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manifestou robustez nos quesitos analisados e, & vista de suas propriedades, mostrou-se
um campo fértil para avancos.
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